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00014 Helsingin yliopisto
Henri Leon Lebesgue esitti vuonna 1910 hyvin tunnetun teoriansa Lebesguen pisteista.
Olkoon funktio f 2 L1(Rn) ja jono avoimia x-keskisia kuulia, B(x; rk)  R
n, siten etta







f(y) dy = f(x):
Tarkea kysymys on, voimmeko kayttaa avoimien x-keskisten kuulien sijasta muita joukkoja.
Vuonna 1927 Harald Bohr ja Constantin Carathedory osoittivat, etta tason R2 suorakaiteet
kayttaytyvat paljon huonommin kuin tason neliot tai ympyrat. Stanislaw Saks (1933) osoitti,
etta jos f on mitallisen joukon karakteristinen funktio, niin kuulat voidaan korvata kuutioil-
la. Antoni Zygmund (1934) osoitti, etta tama patee kaikilla f 2 Lp(Rn); 1 < p  1 ja
vuotta myohemmin Bﬁrge Jessenin ja Josef Marcinkiewiczin kanssa, etta tama patee myos
kaikilla f 2 L(1 + log+L)n 1(Rn). Johon Saks esitti mitallisen funktion g 2 M(Rn), jolle
tama ei pade, jos kuulat korvataan kuutioilla. Eli yleisessa tapauksessa kuulia ei voi vaihtaa
kuutioiksi, vaikka funktion karakteristinen funktio olisikin mitallinen.
Myos tapaukseen f 2 L1(Rn) liittyy mielenkiintoisia kysymyksia: voiko kuulien ja kuu-
tioiden tilalla kayttaa jotakin muuta kokoelmaa, pitaako kiinnitetyn pisteen x olla joukon
keskipiste, voiko joukko olla epakonveksi tai jopa epayhtenainen?
Tassa tyossa tutkimme naita kysymyksia ja todistamme muun muassa, etta kysymys 'dif-
ferentioiko kanta funktioavaruuden L1(Rn)' on ekvivalentti kysymyksen 'toteuttaako kannan
maksimaalioperaattori heikon tyypin estimaatin (1; 1)' kanssa, kunhan kanta on riittavan
siisti.
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Merkinnoista: Olkoon A  Rn.




(A)c tarkoittaa joukon A komplementtijoukkoa.
jAj tarkoittaa joukon A Lebesguen mittaa.











Joukon A karakteristinen funktio on XA : R
n ! f0; 1g
XA(x) =
(
1; kun x 2 A;
0; kun x =2 A:
Kun x 2 Rn ja A  Rn, niin x+ A tarkoittaa joukkoa fx+ y : y 2 Ag.
Odotan lukijalta lahtotietoina perustietoja mittateoriasta ja Lebesguen
avaruuksista. Tyossa tarkastellaan funktioavaruuden L1(Rn) dierentioitu-







f(y) dy = f(x):
Lebesgue itse esitteli teorian kayttaen kokoelmana kaikkien x-keskisten avoimien
kuulien muodostamaa kokoelmaa. Vahitellen teoriaa yleistettiin, alkaen kuu-
lien korvaamisella x-keskisilla kuutioilla. 1900-luvulla ehdittiin tarkastella
monenlaisia joukkoja: kaikkien tasasivuisten kolmioiden muodostama kokoel-
ma, ei-konveksit, epayhtenaiset : : :
Tassa tyossa kiinnitamme huomiomme lauseeseen, jonka Guzman esit-
telee kirjansa liitesivuilla [guz, Appendix III, s.206]. Lauseessa tarkastellaan
kannan joitakin ominaisuuksia, jotka ensisilmayksella nayttavat toisistaan
riippumattomilta, mutta osoittautuu, etta nama kaikki ovat yhta vahvoja
tietoja kannan dierentioivasta ominaisuudesta.
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2 Maaritelmia
2.1 Maksimaalioperaattori
Olkoon f 2 L1loc(R). Maarittelemme maksimaalioperaattorin M asettamalla




















missa Q(x; r) on avoin kuutio, jonka keskipiste on x ja sivun pituus 2r. Mak-
simaalioperaattori kuvaa avaruuden L1loc(R
n) funktioita kaikkien mitallisten
funktioiden avaruuteen.




x 2 Rn ja  2 R:
i) Mf1(x)  0,
ii) M(f1 + f2)(x) Mf1(x) +Mf2(x),
iii) M(f1) = jjMf(x) ja
iv) jjMf1jj1  jjf1jj1:
1
Sanomme, etta M on i) positiivinen, ii) subadditiivinen ja iii) positiivisesti
homogeeninen.
Olkoon operaattori T : L1loc(R
n) ! M(Rn) subadditiivinen. Sanomme,
etta T toteuttaa heikon tyypin estimaatin (p; p), 1  p < 1, jos kaikille
 > 0 patee






1 Normi jjf1jj1 = ess sup jf j (oleellinen supremum), eli
jjf1jj1 = inff  0 : (fx 2 X : jf(x)j > g) = 0g, missa X on taydellinen mitta-avaruus,
mittana .
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missa c on vakio, joka ei riipu funktiosta f eika luvusta .
Tarkeana esimerkkitapauksena p = 1





Hardy-Littlewoodin maksimaalioperaattori toteuttaa heikon tyypin estimaatin
(1,1). [guz, Lause 2.1, s.37]
2.2 Kanta B
2.2.1 Dierentioiva kanta
OlkoonB(x) kaikilla x 2 Rn kokoelma rajattuja, avoimia ja mitallisia joukko-
ja, joihin x kuuluu ja joka sisaltaa jonon (Ak)  B(x), jolle (Ak)! 0. Kut-
summe kokoelmaa B =
S
x2Rn
B(x) avaruuden Rn dierentioivaksi kannaksi.
Esimerkki 2.1. Olkoon B1(x) kokoelma, joka sisaltaa kaikki avoimet ja ra-
joitetut kuutiot, jotka sisaltavat pisteen x 2 Rn. Olkoon B2(x) kokoelma,
joka sisaltaa kaikki avoimet ja rajoitetut suorakulmiot. Maarittelemme kan-
nan B1 samoin kuin B1, mutta nyt pisteen x pitaa olla kuution keskipiste.
Nyt B1, B

1 ja B2 ovat kantoja ja joukkoina B1 ja B

1 ovat samoja.
2.2.2 Busemann-Fellerin kanta (B-F-kanta)
Kanta B on Busemann-Feller-tyypin kanta, jos jokaiselle kannan B joukolle
A ja jokaiselle joukon A pisteelle x patee A 2 B(x):
Esimerkki 2.2. B1 on B-F-kanta, silla jos piste x kuuluu kuutioon Q, niin
kuutio Q kuuluu joukkoon B1(x). B

1 ei ole B-F-kanta, silla voimme valita
origokeskisen kuution, jonka sivun pituus on yksi. Tama kuuluu origon kan-
taan B1(0), mutta ei pisteen (1/2,0,. . . ,0) kantaan B

1(1=2; 0; : : : ; 0).
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2.2.3 Kannan maksimaalioperaattori






jf j : A 2 B(x)
1
A , missa f 2 L1loc(Rn):
M kuvaa avaruuden L1loc(R
n) funktiot kaikkien mitallisten funktioiden ava-
ruuteen.
2.2.4 Kanta dierentioi funktion/avaruuden
Olkoot B avaruuden Rn kanta ja f 2 L1loc(R



































niin sanomme, etta kantaB dierentioi funktion f pisteessa x. ArvoaD = D
sanomme funktion f derivaataksi pisteessa y.





= f(x) melkein kaikilla x,
niin sanomme, etta B dierentioi funktion f . Jos nain kay jokaisella funkti-
olla f 2 X, sanomme etta kanta B dierentioi funktioavaruuden X.
Lemma 2.3. [ste, s.11]
Olkoon f 2 L1
loc







jf(y)  f(x)j dy = 0;
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f(y) dy  f(x) = 0;







f(y) dy = f(x):
Lemma 2.4. [ste, s.11]
Jos B dierentioi funktioavaruuden L1
loc










jf(y)  f(x)j dy = 0
melkein kaikilla x 2 Rn.
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Todistus
Jos f 2 L1loc(R
n), niin myos jf   cj 2 L1loc(R







jf(y)  cj dy = jf(x)  cj
melkein kaikilla x 2 Rn.
Olkoon (ci) jono rationaalilukuja. Talloin (ci) on tiheassa reaaliakselilla.
Olkoon Ei se nollamittainen joukko, jonka komplementissa vaite (*) patee
vakiolla ci. Talloin E = [iEi on nollamittainen. Olkoon (cj) osajono, jolle
cj ! f(x).




jf(y)  f(x)j dy  {
Z
B
jf(y)  cjj dy + {
Z
B





jf(y)  cjj+ jf(x)  cjj

dy.
Kun (B)! 0 ja j !1, saamme vaitteen.
2.3 Halofunktio
OlkoonB avaruuden Rn Busemann-Fellerin kanta. Maarittelemme, etta kan-
nan B halofunktio ﬃ :]1;1[! R on
ﬃ(u) = sup
jAj>0




missa A on rajoitettu ja mitallinen, ja M on kannan B maksimaalioperaat-
tori.
2.4 Homoteettisesti invariantti
Sanomme, etta kantaB on homoteettisesti invariantti , jos jokaisella joukolla
A 2 B patee f(A) 2 B, missa f on aini kuvaus eli siirto, kierto, suurennos,
pienennos tai niiden yhdistelma.
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3 Lause
Tassa kappaleessa todistamme seuraavan lauseen.
Lause 3.1. [guz, Appendix III, s. 206]
Olkoon B homoteettisesti invariantti avaruuden Rn Busemann-Fellerin kanta,
olkoon K = [fR 2 B(0) : jRj  1g. Talloin seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:
a) kanta B dierentioi funktioavaruuden L1(Rn),
b) kannan B maksimaalioperaattori M toteuttaa heikon tyypin estimaatin
(1; 1),
c) kannan B halofunktiolle ﬃ patee ﬃ(u)  c0 jollakin vakiolla c0,
d) K on aarellismittainen ja
e) K on rajoitettu.
Esimerkki 3.2. Olkoon B1(x) kokoelma, joka sisaltaa kaikki avoimet ja ra-
joitetut kuutiot, jotka sisaltavat pisteen x 2 Rn. Nyt kanta B on homoteet-
tisesti invariantti Busemann-Fellerin kanta. Joukko K sisaltaa kaikki origon
sisaltavat kuutiot, joiden tilavuus on pienempi tai sama kuin yksi. Selvasti
K on rajoitettu, joten B dierentioi avaruuden L1(Rn).
Esimerkki 3.3. Olkoon B2(x) kokoelma, joka sisaltaa kaikki avoimet ja ra-
joitetut suorakulmiot, jotka sisaltavat pisteen x 2 Rn. Kanta B2 on homo-
teettisesti invariantti B-F-kanta. Joukkoon K kuuluu sellainen suorakulmio,
jonka tilavuus on vahemman kuin yksi, johon origo kuuluu ja jonka korkeus
on pieni. Talloin sen leveys voi olla mielivaltaisen suuri. K ei ole rajoitettu,
eli suorakulmioiden kanta ei dierentioi avaruutta L1(Rn).
3.1 Dierentioinnista heikon tyypin estimaattiin ja takaisin
Todistamme ensin valivaiheittain, etta jos kanta dierentioi avaruuden L1(Rn),
niin kannan maksimaalioperaattori toteuttaa heikon tyypin estimaatin. En-
simmaisessa vaiheessa tarvitsemme Calderonin lemmaa. Lopuksi todistamme
implikaation myos toiseen suuntaan.
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Calderonin lemma 3.4. [zyg, Lemma 1.24, s. 165] Olkoon (Ak) jono mi-
tallisia joukkoja, jotka sisaltyvat kuutioon Q  Rn ja
P
jAkj = 1. Talloin
on olemassa jono (xk) kuution Q pisteita siten, etta melkein kaikki kuution
Q pisteet kuuluvat aarettoman moneen joukkoon xk + Ak.
Todistus
Olkoon x1; x2; : : : ; xk; : : : jono pisteita kuutiossa Q. Arvioimme sellaisten
pisteiden muodostaman joukon mittaa, jotka kuuluvat aarellisen moneen















Haluamme osoittaa, etta kun jono (xk) valitaan tietylla tavalla, tama joukko
on nollamittainen.












c [ : : :
jossa p1 < p2 < p3 < : : :




c osiin. Olkoon Xk joukon
(Ak)





Sen karakteristinen funktio on
X1(+ x1) X2(+ x2) : : :  Xp1(+ xp1):
Saamme taman joukon mitan, kun integroimme sen karakteristisen funk-
tion jonkin riittavan ison alueen yli. Otamme kuution Q, jonka sivun pituus
on kaksinkertainen verrattuna kuution Q sivun pituuteen. Tama riittaa kos-
ka jokainen Ak  Q ja samoin xk 2 Q, joten Ak + xk  Q
.
























X1(t+ x1) : : :  Xp1(t+ xp1)dt








: : : {
Z
Q





































































jAkj =1 seuraa, etta Ak ei voi olla nolla jostakin k lahtien.
Nain ollen 1  
jAkj
jQj
on valilla ]0,1[ kaikilla k. Kun kerromme tallaisia lukuja
keskenaan, niin tulo lahestyy nollaa.









! 0, kun p1 !1;
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 < 2 :






 < 22 :





 < 2n :
Eli joukko, jossa ovat ne pisteet, jotka kuuluvat aarellisen moneen joukkoon
xk + Ak, on nollamittainen, siis melkein kaikki kuution Q pisteet kuuluvat
aarettoman moneen joukkoon xk + Ak.
Lemma 3.5. [guz, Lause 3.2, s.83] Jos kanta B dierentioi funktioavaruu-
den L1(Rn), niin jokaista kuutiota Q kohti on positiiviset vakiot c = c(Q) ja
r = r(Q) siten, etta jokaisella ei-negatiivisella funktiolla f 2 L1(Rn), jonka
kantaja kuuluu kuutioon Q, ja jokaisella  > 0 patee
















Teemme vastaoletuksen. Nyt on olemassa kuutio Q siten, etta kaikilla vakio-
pareilla ck > 0 ja rk > 0 on olemassa ei-negatiivinen funktio fk 2 L
1(Rn),
jonka kantaja kuuluu kuutioon Q ja k > 0, mutta







Ek = fx 2 R
n : Mrkfk(x) > kg:
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Otamme jonon (rk), rk ! 0 siten, etta kaikki sen jasenet ovat pienempia
kuin kuution Q sivun pituus. Olkoon ck = 2




Q sellainen, etta silla on sama keskipiste kuin kuutiolla Q ja sivun pituus
kolminkertainen.
Selvasti Ek  Q
 ja









, niin fk = gkk, josta seuraa





Voimme valita jokaisella luvulla k positiivisen kokonaisluvun hk siten, etta





Muodostamme jonon (Ak), jonka kaikki alkiot ovat kuution Q
 osajoukko-

















3 ; : : : ;
missa E
j












Jokainen jonon (Ak) joukko on mitallinen ja kuuluu kuutioon Q
, joten
voimme kayttaa Calderonin lemmaa. Saamme siis jonon (xk) 2 Q
 siten, et-
ta melkein kaikki kuution Q pisteet kuuluvat aarettoman moneen joukkoon
xjk + E
j














3; : : : .
Maarittelemme funktiot g
j
k kaikilla k ja kaikilla j = 1; 2; 3; : : : ; hk asetta-
malla
gjk(x) = gk(x  x
j
k);









missa k = 2






































joten funktio f kuuluu avaruuteen L1loc(R
n):














Melkein jokainen kuution Q piste kuuluu aarettoman moneen joukkoon x
j
k+













; : : : :















(Pl) 2 B siten, etta x 2 x
jkl
kl
+ Pl; (Pl)  rkl ja
R
Pl
fkl(x) dx > kl . Koska B
on homoteettisesti invariantti B-F-kanta, niin x
jkl
kl



























 kl = 2
kl=2:
Koska rk ! 0 ja (x
jkl
kl
+ Pl)  rkl ; niin (x
jkl
kl
+ Pl)! 0, kun l!1 (eli














Eli kanta B ei dierentioi avaruutta L1(Rn), joka on ristiriita oletuksen
kanssa.
Lemma 3.6. [guz, Lause 3.2, s.86] Jos jokaista pisteen x sisaltamaa kuutiota
Q kohti on positiiviset vakiot c = c(Q) ja r = r(Q) siten, etta jokaisella ei-
negatiivisella funktiolla f 2 L1(Rn), jonka kantaja kuuluu kuutioon Q ja
jokaisella  > 0 patee












jf j : R 2 B(x); (R) < r
9=
; ;
niin on olemassa vakiot c > 0 ja r > 0 siten, etta jokaisella funktiolla
f 2 L1(Rn) ja jokaisella  > 0 patee









jf j : R 2 B(x); (R) < r
9=
; :
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Todistus
Ensinnakin on selvaa, etta oletuksen vakiot c(Q) ja r(Q) eivat riipu kuution
Q sijainnista avaruudessa Rn, koskaB on siirtojen suhteen invariantti (kuten
myos muiden homotetioiden).
Myos on selvaa, ettaM r
2
f Mrf . Tasta johtuen voimme valita, etta r(Q) on
vahemman kuin puolet kuution Q sivun pituudesta. Oletamme, etta funktio
f  0 kuuluu funktioavaruuteen L1(Rn) ja etta funktion f kantaja kuuluu
aarettoman moneen erilliseen sellaiseen kuutioon (Qj)j=1, etta jokaisen koko
on sama kuin kuutiolla Q ja etta kahden valimatka on enemman kuin puolet
kuution Q sivun pituudesta.
Koska olemme valinneet, etta r on vahemman kuin puolet kuution Q sivun
pituudesta, saamme
fMrf > g =
1[
j=1




Joukot Hj ovat erillisia, joten oletuksesta seuraa
jMrf > j =
1X
j=1














Otamme mielivaltaisen funktion f 2 L1(Rn), voimme olettaa, etta f  0,






jossa jokainen fh on samaa tyyppia kuin juuri kasittelemamme. Funktioiden
fh kantajat ovat erillisia ja (n) riippuu vain ulottuvuudesta. Taten




















Viimeinen yhtasuuruus patee koska funktioiden kantajat ovat erillisia.
Ja taten todistimme vaitteen.
2Jaamme avaruuden Rn (n) halutunlaiseen olennaisesti pistevieraaseen kuutioavaruu-





Lemma 3.7. [guz, Lause 3.4, s.87] Jos on olemassa vakiot c > 0 ja r > 0
siten, etta jokaisella funktiolla f 2 L1(Rn) ja jokaisella  > 0 patee





niin kannan B maksimaalioperaattori M toteuttaa heikon tyypin estimaatin
(1; 1).
Todistus
Valitsemme luvun p > 0 ja kiinnitamme funktion f 2 L1(Rn). Maarit-


















































Paisutamme joukkoa A origon suhteen luvun r=p verran ja korjaamme taman
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Kayttamalla heikon tyypin estimaattia funktiolle g saamme
jfy 2 Rn : Mpf(y) > gj =































Tama todistaa, etta mika tahansa luku p > 0 ja mika tahansa funktio f 2
L1(Rn) toteuttavat











Eli M toteuttaa heikon tyypin estimaatin (1,1).
Nyt olemme todistaneet lemmoja, joiden avulla a) ) b).
Todistamme nyt implikaation toiseen suuntaan.








jf(y)  f(x)j dy = 0:
Todistus
Olkoon  > 0. Koska funktio f on jatkuva pisteessa x, on olemassa (x) > 0
siten, etta jf(y)  f(x)j <  kaikilla jx  yj < (x). Talloin kaikille B 2




jf(y)  f(x)j dy  {
Z
B
 dy = 
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Lemma 3.9. [guz, Lause 3.4, s.87] ja [hei, Kappale 2.7] Jos kannan B mak-
simaalioperaattori M toteuttaa heikon tyypin estimaatin (1; 1), niin kanta B
dierentioi funktioavaruuden L1(Rn).
Todistus
Maarittelemme operaattorin L asettamalla








Lu(x)  lim sup{
Z
B







ju(y)j dy + ju(x)j Mu(x) + ju(x)j  2Mu(x):
Olkoon v jatkuva funktio, talloin lemman 3.8 nojalla Lv(x) = 0 kaikilla x.
Koska
Lu(x) = L(u  v + v)(x)  L(u  v)(x) + Lv(x) = L(u  v)(x);
niin saamme
fLu(x) > tg  fL(u  v) > tg:
Nyt (*) seuraa
jfx : M(u  v)(x) > t=2gj  jfx : L(u  v)(x) > tgj
ja oletuksesta seuraa




Koska jatkuvat funktiot ovat tiheassa avaruudessa L1(Rn), voimme valita
funktion v siten, ettaZ
Rn
ju(y)  v(y)j dy < 1; 1 > 0:
Saamme
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Siis kaikille t > 0 patee
jfx : Lu(x) > tgj = 0:
Mitan subadditiivisuuden nojalla
jfx : Lu(x) > 0gj 
1X
i=1
jfx : Lu(x) > 1=igj = 0:
Siis Lu(x) = 0 melkein kaikilla x. Lemman 2.3 nojalla kanta dierentioi ava-
ruuden L1(Rn).
Lemmojen 3.5, 3.6, 3.7 ja 3.9 nojalla olemme todistaneet Lauseen 3.1 koh-
dat a) ja b) ekvivalenteiksi keskenaan.
3.2 Heikko tyyppi ja halofunktio
Lemma 3.10. [guz, s.207] Jos kannan B maksimaalioperaattori M toteut-
taa heikon tyypin estimaatin (1,1), niin kannan B halofunktio ﬃ toteuttaa
ﬃ(u)  c0 jollakin vakiolla c0 ja kaikilla u.
Todistus
Koska XA 2 L
1(Rn); jAj <1, niin








XA = jAj :
Valitsemme  = 1
u
, josta seuraafMXA > 1ug
  cu jAj ;
ja edelleen fMXA > 1ug
jAj
 cu:
Koska ylaraja ei riipu joukosta A, saamme
ﬃ(u)  cu:
Tama on vaitteen c0, joten olemme todistaneet vaitteen.
24 Aapo Rantalainen
3.3 Kannan pienimittaiset joukot
Lemma 3.11. [guz, s.207] Olkoon K = [fR 2 B(0) : jRj  1g. Jos kannan
B halofunktio ﬃ toteuttaa ﬃ(u)  c0 jollakin vakiolla c0 ja kaikilla u, niin K
on aarellismittainen.
Todistus
K on yhdiste avoimista ja mitallisista joukoista, joten se on avoin ja mitalli-
nen.
Olkoon Bk = B(0;
1
k
) jono kuulia, k = 1; 2; : : : , ja olkoon
Kk =
[
fR 2 B(0) : jRj  1; R ﬀ Bkg :














Kk  fMXBk >  jBkjg ;








Voimme valita joukoksi Bk, koska se on pienempi tai yhtasuuri kuin supre-






















































Lemma 3.12. [guz, s.208] Jos K on aarellismittainen, niin se on myos ra-
joitettu.
Todistus
Teemme vastaoletuksen, etta K ei ole rajoitettu.
Koska B on homoteettisesti invariantti, on olemassa jono (Rk)  B(0)
siten etta jRkj = 1 ja (Rk) ! 1 (vastaoletuksesta). Maarittelemme toisen
jonon (Sk)  B(0), jSkj = 1 talla tavalla:
S1 = R1: Seuraavaksi on kolme mahdollisuutta. Jos jR2
T
S1j  1=2, niin
talloin valitsemme S2 = R2. Jos on olemassa x2 2 R2 siten, etta jx2j > 4(S1),






x ei ole olemassa, niin jatkamme jonossa Rk eteenpain kunnes loydamme
jonkin Rk2 , joka toteuttaa jommankumman edellisista ehdoista.
Koska jonon Rk halkaisija kasvaa rajatta, loydamme aina alkion joka to-
teuttaa jommankumman edellisista ehdoista.
Muodostamme alkion S3 samaan tapaan. Etsimme seuraavan alkion jonos-











ja on olemassa alkio xk3 2 Rk3 , jolle







jolloin S3 =  xk3+Rk3 . Nain jatkamme. Talla tavalla konstruoimamme jono





Eli kun viimeisesta alkiosta poistetaan kaikki edelliset alkiot, jaljelle jaa en-
emman kuin 1/2. Joukot








Mutta koska oletimme, ettaK on aarellismittainen, niin vastaoletus on vaara,
eli K on rajoitettu.
Lemma 3.13. Olkoon joukko A mitallinen. Jos A on rajoitettu, niin se on
aarellismittainen.
Todistus
Olkoon joukko Amitallinen ja rajoitettu. Nyt A kuuluu johonkin x-keskiseen,
r-sateiseen kuulaan. Voimme laskea taman kuulan mitan ja se on aarellismit-
tainen. Aarellismittaisen joukon osajoukotkin ovat aarellismittaisia.
K on mitallinen, eli se on aarellismittainen, jos se on rajoitettu.
Lemma 3.14. Jos K on rajoitettu, niin kanta B dierentioi funktioavaruu-
den L1(Rn).
Todistus
KoskaK on rajoitettu, on olemassa L > 0 siten, etta (K)  L. Merkitsemme
Kx = [fR 2 B(x) : jRj  1g. Koska B on siirtoinvariantti Busemann-
Fellerin kanta, niin (Kx)  L ja jKxj = jKj kaikilla x 2 R
n. Talloin kaikilla
x 2 Rn patee
Kx  B(x; L);
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missa B(x; L) on x-keskinen L-sateinen avoin pallo.
Olkoon  vakio, jolle
jKj = jB(x; L)j:
Talloin jokaiselle R 2 Kx, jolle jRj = 1, patee
jB(0; L)j = jKjjRj:
Olkoon R0 2 Kx ja olkoon B
0 pienin avoin pallo, joka sisaltaa joukon R0.
Olkoon t paisutus pisteen x suhteen, jolle jt(R0)j = 1. KoskaB on B-F kanta,






























Koska avoimien pallojen muodostama kanta dierentioi avaruuden L1(Rn),







jf(y)  f(x)j dy = 0:
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